Types d’ordres, entre géométrie, combinatoire et algorithmique
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Activité proposée par Xavier Goaoc (UPEM)

Exercice 1. Exemple introductif

On va examiner ici une premiere question de géométrie algorithmique afin de motiver I'introdu-

ction des types d’ordre. On suppose donné un repere (O, i, ¥) de R? et on notera les coordonnées
d’un point p dans ce repere par (zp, yp).

a. Proposez un algorithme qui prend en entrée les coordonnées de quatre points p,q,r, s et
retourne vrai si les segments [pq| et [rs] se coupent, et faux sinon.

Qu’entend-on par algorithme 7 Il s’agit de décomposer la tache a réaliser en une
séquence d’opérations élémentaires. La liste des opérations élémentaires est définie
par un modéle de calcul, par exemple le modele de machines de Turing. Ici, on
considérera comme opération élémentaire

(a) le calcul d’expressions polynomiales en les parametres d’entrée, et

(b) les branchements si... alors... sinon dont le test est une combinaison
booléene (et... ou... mnon) de comparaisons d’expressions polynomiales
en les parametres d’entrée.

b. On définit la fonction o par

R — {-1,0,1}
—1siz <O

T Osiz=0
1sixz>0

et pour tout points p,q,r € R? on note

Tp Tq Ty

w(p,q,r):a Yp Yq Yr
1 1 1

Proposez une interprétation géométrique de w(p, q,r).

c. Proposez un algorithme répondant a la premiere question en supposant que ’on n’a acces
qu’aux valeurs w(a,b,c) ou a,b,c € {p,q,r,s}. On pourra présenter cet algorithme sous
la forme d’un arbre de décision algébrique.

Un arbre de décision algébrique est un modele de calcul qui n’autorise que
I’évaluation des signes de polynémes en les entrées. Un arbre est un graphe sommet-
aréte connexe (on peut passer de tout sommet & tout sommet par une séquence
d’aréte), acyclique (enlever n’importe quelle aréte casse la connexité) et dans lequel
un sommet est distingué (la racine) ; les sommets de degré 1 sont les feuilles, les
autres sont les neuds internes. Un arbre de décision algébrique est un arbre dans
lequel chaque nceud interne est de degré 3 ou 4, est étiquetté par un polynoéme en
les entrées, et dont les arétes s’éloignant de la racine sont étiquettées par des signes
(4+,—,0) distincts. Les feuilles sont étiquetées par vrai ou faux. Cf jeffe.cs.
illinois.edu/teaching/497/06-algebraic-tree.pdf pour plus de détails.
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d. Comparez les avantages et inconvénients des solutions proposées en a. et c. dans le cas ol

on effectue les calculs & la main, puis dans le cas ou on effectue les calculs en flottants.

Les flottants sont la maniere de coder un nombre a virgule sur un ordinateur. Ce
codage utilise la notation scientifique en base 2 (qui écrit, par exemple, 73 comme
1.001001 # 25), en allouant un nombre de chiffres (bits) prescrit pour I'exposant et
la partie décimale (aussi appelée mantisse). La norme IEEE 754-2008 décrit des
conventions tres largement suivies. Dans cette norme, les flottants simple précision
occupent 32 bits, dont 8 pour 'exposant et 23 pour la mantisse, et les flottants
double précision occupent 64 bits, dont 11 pour ’exposant et 112 pour la mantisse.

Exercice 2. Chirotopes.

Soit P = {p1,p2,...,pn} un ensemble fini de points, deux & deux distincts, de R2. Le chirotope
de P est la fonction

{ {1,2,...,n}® — {-1,0,1}
xps (Z7j7k) — w(pupjvpk)

Un chirotope est une fonction f telle qu’il existe un ensemble fini de points P tel que xp = f.

a. Construire le chirotope de I’ensemble de points suivant :

D3 D2

ﬁ] o o
U

b. Démontrer qu’il existe un unique chirotope f satisfaisant

f(1,2,3) = f(1,3,4) = f(1,4,2) = 1.

c. Construire une fonction g : {1,2,3,4}3 — {—1,0,1} qui n’est pas un chirotope.

d. On suppose connu le chirotope xp d’un ensemble de points P = {p1,pe,...,p,} mais pas
les coordonnées des points p;. Est-il possible de déterminer :

le point extréme de P dans la direction 1,
si le point p; est intérieur au triangle p;pipe,
si la courbe polygonale pips ... p, est monotone dans la direction ,

si un graphe sommet-arétes donné peut se dessiner sans croisement en envoyant les
sommets sur P et en réalisant les arétes par des segments de droite,

une triangulation et un appariement sans croisement de P ?

Une triangulation d’un ensemble de points est une famille maximale (pour
I'inclusion) de segments & extrémités dans ces points et d’intérieur disjoint. Un
appariement sans croisement d’un ensemble de 2k points est une famille de &

segments disjoints a extrémités dans ces points.




Exercice 3. Types d’ordre.

Le chirotope est défini pour un ensemble de points ordonné : échanger les points p; et po
dans ’exemple de la question 2.a change le chirotope. On dit que deux chirotopes f et g sont
équivalents s'il existe une bijection o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} telle que

Vi,j ke {1,2,...,n}3,  f(i,§, k) = g(o(i),o(5),0(k)).

Cela définit une relation d’équivalence sur les chirotopes. Un type d’ordre est une classe
d’équivalence pour cette relation. Le type d’ordre d’un ensemble de points est le type d’ordre
de son chirotope (pour un ordre arbitraire des points).

a.

Prouver que deux sous-ensembles finis P et @ de R? ont méme type d’ordre s’il existe une
bijection f: P — () qui préserve les orientations.

. Prouver que pour tout entier n, le nombre de types d’ordre de taille n est fini.
. Lister les types d’ordre de taille 3, 4 et 5.

. Montrer que les triangulations de deux ensembles de point de méme type d’ordre sont

isomorphes.

. Déterminer les triangulations de chaque type d’ordre de taille 5.

Déterminer les appariements sans croisement de chaque type d’ordre de taille 5.

Pour aller plus loin. De nombreux prolongements sont envisageables, par exemple :

a.

Les problémes de robustesse lors de 'implantation d’algorithmes géométriques [KMPT08].

Commencer par https://interstices.info/jcms/c_16014/un-joli-algorithme-geometrique-et-ses-vilains-problemes-numeriques

. Les notions vues ici se généralisent en dimension quelconque. Un exemple simple d’algori-

thme basé sur les orientations de points 3D est celui de Devillers-Guigue [GDO03] (voir
aussi leur rapport Inria [DG02]).

. Seul une petite proportion des 2(5) fonctions {1,2,...,n}3 — {—1,0,1} sont des chiro-

topes. Le nombre de types d’ordre de taille n est de Pordre de 2471082 nto(nlogy n) [Alo86,
§ 4]. Le principal ingrédient pour prouver cela est I’étude de polynomes multivariés (une
version plus faible découle du théoréme de Thom-Milnor).

. Les chirotopes et types d’ordre peuvent se définir sur les ensembles de droites du plan, par

dualité. Ce point de vue se généralise ensuite aux arrangements de pseudo-droites, qui sont
des familles de courbes du plan (connexes et non-bornées) telles que chaque paire se croise
en exactement un point. Cette généralisation a une axiomatisation élémentaire sous forme
de matroide orienté, objets centraux en optimisation combinatoire. Un point d’entrée tres
accessible & ce vaste domaine est la monographie de Knuth [Knu92] (disponible sur sa
page web).

. L’ouvrage [BMPO06] comporte une mine de questions de recherche en géométrie combina-

toire. Les énoncés sont souvent accessibles avec un bagage minime. Les problemes sont
généralement ouverts en général, mais ’ouvrage pointe sur des cas faciles ou connus.
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f. Un exemple de probleme qui peut se formuler sur les types d’ordre est la conjecture de
Erdés-Szekeres. Elle énonce que pour tout entier k, tout ensemble d’au moins 272 + 1
points du plan (sans triplet aligné) contient k points en position convexe. Des versions
faibles (pour des valeurs supérieures & 2872 4 1) sont connues, mais la conjecture originelle
résiste depuis un demi-siecle. Des progres notables ont été obtenus en 2016 : netps://arxiv.ore/

abs/1604.08657.
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