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Une recherche dichotomique dans un tableau trié de taille n prend O(log, n) opérations.
Chagque itération de la boucle tant que divise par 2 la taille
de la partie du tableau restant a examiner.
Les erreurs d’arrondis disparaissent dans le O().

Requiert de formaliser un modele de calcul et la ressource considérée.
Ex. : au plus deux cartes visibles, nombre de retournements.
Machine de Turing, modele RAM, automates...
Instructions, espace mémoire, violations de cache...
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» Sortie : un circuit visitant chaque ville une fois et minimisant le trajet total.

On peut faire cela “facilement” en examinant chacun des n! ordres a tour de role...

... mais une machine traitant 10'° ordres par seconde...
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n ||20] 22 | 24 | 25 | 30
temps H 1h ‘ 2 semaines ‘ 20 ans ‘ 500 ans ‘ trop(*)

... mettra...
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Peut-on faire mieux ?
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La complexité en temps de cet algorithme est O(n? logn).

Trier k entiers peut se faire en O(klog k).
Chaque pas de la marche se fait au moyen d’un nombre constant d’opérations.

Le nombre total de pas est au plus n* + n.
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- O(nlog* n) en 1989
O(n) en 1991

10



On a vu trois algorithmes pour 3-SUM de complexités O(n?), O(n?logn) et O(n?).

Complexité d’un algorithme ~»  complexité d’un probleme

Quelle est la complexité minimale d’un algorithme résolvant 3-SUM ?
Peut on envisager O(nlogn) ? O(ny/n) ? O(y/n) 2 O(1) ?

Conjecture (1995) : Tout algorithme pour 3-SUM a complexité Q(n?).

Les bornes supé€rieures sont généralement obtenues par des algorithmes explicites.

O(nlogn) en 1978

O(nloglogn) en 1986

- O(nlog* n) en 1989
O(n) en 1991

Comment établir une borne inférieure ?
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11

Intermede géomeétrique



On considere le plan euclidien muni d’un repere orthonormé.

L’ orientation d’un triplet ordonné de points du plan est...

-
Ty Ty Ty ®
Orientation(p, ¢, ) =sign | ¥, Yy Yr |-
® ®
1 1 1
p q
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On considere le plan euclidien muni d’un repere orthonormé.

L’ orientation d’un triplet ordonné de points du plan est...

-
T, Ty Ty ®
Orientation(p, ¢, ) =sign | ¥, Yy Yr |-
® ®
1 1 1
p q
+1
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Le calcul sur machine se fait a précision fixée et des erreurs sont possibles.

Float xp,yp,xd,yd,Xr,yr;
Orientation = sign ((xXg—-xp)* (yr—-yp) — (xr—xp) * (yg-yp) ) ;
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Le calcul sur machine se fait a précision fixée et des erreurs sont possibles.

Float xp,yp,xd,yd,Xr,yr;
Orientation = sign ((xg—xp) * (yr—yp) — (Xr—-xp) * (yg-yp) ) ;

Calculs avec les float
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Le calcul sur machine se fait a précision fixée et des erreurs sont possibles.

Float xp,yp,xd,yd,xXr,yr;
Orientation = sign ((xXg—-xp)* (yr—-yp) — (xr—xp) * (yg-yp) ) ;

&
»

Xp 0.5000029 ¥Yp: 0.5000027
Xq: 12 Yq: 12

v 24 ¥y ol 24

»
Opérations Calculs avec les float Calculs exacts

(Xq = Xp) 11.499997 11.4999971
(Yv - Yp) 23.499998 23.4999973
v - Xp) 23.499996 23.4999971
(Yq - Yp) 11.499997 11.4999973
(Xg = Xp) (¥v - Yp) 270.2499 270.24990080000783
Div = Xp) (Yq - Yp) 270.24988 270.249903 20000783
(g - Xp) (Yv - Yp) - (Xv - Xp) (Yqg - Yp) 3.0517578E-5 -0.00000240000...
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Le calcul sur machine se fait a précision fixée et des erreurs sont possibles.

Float xp,yp,Xd,yd,Xr,yr;
Orientation = sign ((xXg—-xp)* (yr—-yp) — (xr—xp) * (yg-yp) ) ;

&
»

Xp 0.5000028  |¥p: 0.5000027
Xq: 12 Yq: 12

24 ¥y ol 24

»
Opérations Calculs avec les float Calculs exacts
(Xq = Xp) 11.499997 11.4999971
Yv - Yp) 23.499998 23.4999973
(Xv = Xp) 23.499996 23.4999971
(Yq - Yp) 11.499997 11.4999973
g - Xp) (Yv - Yp) 270.2499 270.24990080000783
Div = Xp) (Yq - Yp) 270.24988 270.24990320000783
(Xg - Xp) (¥v - Yp) - (v - Xp) (¥g - ¥p) 3.0517578E-5 -0.00000240000...
N
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Probleme de détection d’alignement :

» Entrée : n points du plan p1 = (x1,y1),p2 = (2,Y2), - ., Dn = (Tn, Yn).

» Sortie : 1 s’il existe trois indices 1, j, k tels que p;, p; et py, sont alignés.

Un algorithme de complexité O(n?) est simple a concevoir.
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—=
Un algorithme de complexité O(n?) peut s’expliquer en quelques cours. ‘ ‘
Pseudodroites, plans topologiques, tri topologique,
queue de priorité en temps linéaire, dualité
point-droite , algorithme de balayage. ‘
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Probleme de détection d’alignement :

» Entrée : n points du plan p1 = (x1,y1),p2 = (2,Y2), - ., Dn = (Tn, Yn).

» Sortie : 1 s’il existe trois indices 1, j, k tels que p;, p; et py, sont alignés.

Un algorithme de complexité O(n?) est simple a concevoir.
Tester les triplets un par un.

Un algorithme de complexité O(n? logn) peut s’expliquer en cours.

Dualité point-droite, algorithme de balayage.

—=
Un algorithme de complexité O(n?) peut s’expliquer en quelques cours. ‘ ‘
Pseudodroites, plans topologiques, tri topologique,
queue de priorité en temps linéaire, dualité

point-droite , algorithme de balayage.

On va montrer que

Algorithme sous-quadratique N Algorithme sous-quadratique
pour la détection d’alignement pour 3-SUM

14
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Réductions

“pas plus de réponses, mais moins de questions”



Une réduction d’un probleme A a un probléme B consiste a :

Définir deux fonctions encodage e et décodage d telles que
pour toute entrée x du probléme A, e(x) est une entrée du probleme B

si y est la réponse au probleme B sur l’entrée e(x)
alors d(y) est la réponse au probléme A sur ’entrée .

16



Une réduction d’un probleme A a un probléme B consiste a :

Définir deux fonctions encodage e et décodage d telles que
pour toute entrée x du probléme A, e(x) est une entrée du probleme B

si y est la réponse au probleme B sur l’entrée e(x)
alors d(y) est la réponse au probléme A sur ’entrée .

Démarche courante en mathématiques pour résoudre A via B.

Intersection de droites du plan ~ résolution de systemes linéaires.

On va s’en servir pour transférer une borne inférieure de complexité de A vers B.

“S’il existe un algorithme rapide pour B, il en existe un pour A.”

Cela nous amene a examiner les réductions de maniere quantitative.

La complexité du calcul des encodage/décodage doit étre controlée.

Illustrons cela sur un exemple...

16



A =3-SUM B = détection d’alignement

» Entrée : n entiers » Entrée : n points du plan.

m/

On réduit
» Sortie : 1 si trois entiers » Sortie : 1 s’il existe trois

distincts de somme nulle, O sinon. points alignés, O sinon.
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On réduit

Encodage
Décodage

17

A =3-SUM B = détection d’alignement

» Entrée : n entiers » Entrée : n points du plan.

a
» Sortie : 1 si trois entiers » Sortie : 1 s’il existe trois
distincts de somme nulle, O sinon. points alignés, O sinon.
- : 3 3 3
entiers ai,az,...,an +> points (a1, a?), (az,a3),..., (an,ay)

O—0erl— 1.

(a’ia CL?)

a;



A =3-SUM B = détection d’alignement

» Entrée : n entiers » Entrée : n points du plan.

On réduit a . o .
» Sortie : 1 si trois entiers » Sortie : 1 s’il existe trois
distincts de somme nulle, O sinon. points alignés, O sinon.
Encodage entiers ai,as,...,an +— points (a1,a?), (az,a3),. .., (an,al)
Décodage O—0etl—1.
a; + aj + ar =0 & (a;,a}), (aj,a}) et (ax, ai) sont alignés.
Preuve : 5
(a’ia a; )
T, Ty Ty
p,q,ralignés < | vy, vy, yr | = 0. .
1 1 1 Qa;
ti t; ty

t2 13 )| = (t; — to)(te — ta)(tr — ;) (ti + 5 + tr). ]
111
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A =3-SUM B = détection d’alignement

» Entrée : n entiers » Entrée : n points du plan.

On réduit a o
» Sortie : 1 si trois entiers » Sortie : 1 s’il existe trois
distincts de somme nulle, O sinon. points alignés, O sinon.
Encodage entiers ai,as,...,an +— points (a1,a?), (az,a3),. .., (an,al)
Décodage O—0etl—1.
a; + aj + ar =0 & (a;,a}), (aj,a}) et (ax, ai) sont alignés.
Preuve : 5
(a’ia a; )
T, Ty Ty
p,q,ralignés < | vy, vy, yr | = 0. .
1 1 1 Qa;
ti t; ty
8ty | = (b — ) (b — to) (b — ) (L + 15 + t). O
1 1 1

Encodage en temps O(n), entrée encodée de taille O(n ), décodage en temps O(1).
Si detection d’alignement admet un algo. sous-quadratique alors 3-SUM aussi...

17



3-SUM et Détection d’alignement peuvent étre résolus en temps O(n?).

Les structures mises en jeu ont des degrés de sophistication différentes.

Pseudodroites, plans topologiques, tri topologique,
ordre sur 7. VS queue de priorité en temps linéaire, dualité
point-droite , algorithme de balayage.

On conjecture que 3-SUM n’a pas d’algorithme sous-quadratique.

La réduction transfére cette conjecture a la détection d’alignement.
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3-SUM et Détection d’alignement peuvent étre résolus en temps O(n?).

Les structures mises en jeu ont des degrés de sophistication différentes.

Pseudodroites, plans topologiques, tri topologique,
ordre sur 7. VS queue de priorité en temps linéaire, dualité
point-droite , algorithme de balayage.

On conjecture que 3-SUM n’a pas d’algorithme sous-quadratique.
La réduction transfére cette conjecture a la détection d’alignement.

Depuis 1995, des dizaines de problemes 3-SUM difficiles.

] Décider si une union de triangles a un trou,
ie si le complémentaire est connexe.

3-SUM identifie un verrou dans notre compréhension de 1’algorithmique.

18
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Pour conclure



La description et 1’analyse d’un algorithme se fait dans un modele de calcul.

Souvent laborieux et “bas niveau’.

Nécessaire a la formulation d’algorithmes car décrit les opérations élémentaires.
Le modele de “cartes a retourner” est simple et induit des contraintes suffisantes.
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La description et 1’analyse d’un algorithme se fait dans un modele de calcul.

Souvent laborieux et “bas niveau’.

Nécessaire a la formulation d’algorithmes car décrit les opérations élémentaires.
Le modele de “cartes a retourner” est simple et induit des contraintes suffisantes.

Notion de complexité d’un probléeme, souvent délicate a déterminer.
Produit de matrices n x n.: O(n°) = O(n*®7) = O(n*?*™%) = O(n?*3™) — O(n?*°")

On connait peu de bornes inférieures absolues sur la complexité de problemes.

Une réduction est une modélisation, avec une finalité inversée.
“aussi difficile que” plutot que “aussi facile que”.

Les réductions permettent d’identifier des problemes épurés contenant des verrous.
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Les réductions sont un outil central en théorie de la complexité depuis les années 70.

0
P = NP confronte résoudre (P) et vérifier une solution (NP).

3 5 1(3|4|5|9|6|7|2 8
9| |7 4 ols|7|8|2|a|1|3]6
812 3 4 6(8|2|1]3|7|al9 5
4 9 6 4|7(8|9|5|2|3|6]|1
50 [7] I8 VS 2(6(5(3[7|1]8|4]09
9 8 7 3l9|1]4|6|8|2|5|7
3 8 6|7 5/1(3|2|8|9|6|7 4
6 5 2 704l9]6|1|3|5|8]2

5 1 8/2(6|7|4|5|9|1 3

Un probleme est NP-difficile si tout probleme NP s’y réduit en temps polynomial.

Sudoku en n* x n?, tetris, coloration de graphe...

On conjecture qu’aucun probleme NP-difficile n’a d’algorithme polynomial.
Au mieux des bornes inférieures quadratiques !
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