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Bandits à K bras
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Bandits à K bras
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L’algorithme suivant a été introduit indépendamment par Norman
(1968) et Shapiro et Narendra (1969).

On considère un bandit à deux bras, notés A et B. L’action du
bras A (resp. B) donne lieu à un gain aléatoire suivant une loi de
Bernoulli de paramètre pA (resp. pB). Les paramètres pA et pB
sont inconnus et le joueur cherche à actionner le bras le plus
favorable. La stratégie proposée consiste à choisir le bras au
hasard, mais en modifiant au cours du temps la loi de probabilité
du choix du bras de la façon suivante.
Si à l’étape n, le bras actionné avait une probabilité x d’être choisi
et s’il produit un gain, on lui affecte à l’étape suivante la probabilité

x + γ(1− x),

où γ ∈]0, 1[.
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Pour formaliser de manière plus précise, notons Xn la probabilité de
choisir le bras A à l’étape n. La suite (Xn)n∈N est une suite de
variables aléatoires à valeurs dans [0, 1], avec X0 = x0 ∈ [0, 1] (par
exemple X0 = 1/2) et, pour n ≥ 0,

Xn+1 = Xn +


γn+1(1− Xn) si A est actionné et gagnant

− γn+1Xn si B est actionné et gagnant

Cela s’écrit aussi, en introduisant une suite de variables aléatoires
(Un)n∈N indépendantes et uniformément distribuées sur [0, 1] et
des événements (An,Bn)n∈N de probabilités respectives pA et pB ,
indépendants, et indépendants de la suite (Un),

Xn+1 = Xn+γn+1(1−Xn)1An+11{Un+1≤Xn}−γn+1Xn1Bn+11{Un+1>Xn}
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On a, en notant Fn la tribu engendrée par les variables aléatoires
X0, X1, . . . , Xn,

E (Xn+1 | Fn) = Xn +

γn+1(1− Xn)Xn (pA − pB) .

Si pA > pB , la suite (Xn)n∈N est une sous-martingale,
Si pA < pB , la suite (Xn)n∈N est une sur-martingale,
Si pA = pB , la suite (Xn)n∈N est une martingale.
Les théorèmes de convergence des sous-martingales permettent
d’affirmer que la suite (Xn)n∈N converge presque sûrement vers une
limite X∞ vérifiant 0 ≤ X∞ ≤ 1 et on a, par convergence dominée,

lim
n→∞

E(Xn) = E(X∞).

Par ailleurs

E (Xn+1) = E(Xn) + γn+1E [(1− Xn)Xn] (pA − pB)
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X0, X1, . . . , Xn,

E (Xn+1 | Fn) = Xn + γn+1(1− Xn)Xn (pA − pB) .

Si pA > pB , la suite (Xn)n∈N est une sous-martingale,
Si pA < pB , la suite (Xn)n∈N est une sur-martingale,
Si pA = pB , la suite (Xn)n∈N est une martingale.
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Si pA 6= pB on peut supposer (par symétrie) pA > pB , et on espère
P(X∞ = 1) = 1. Il est clair que si la série

∑
γn diverge, on a

E [(1− X∞)X∞] = 0 et par conséquent P (X∞ ∈ {0, 1}) = 1.

Théorème

On suppose γn = C
n+C , avec C > 0, et x0 ∈]0, 1[. Alors, on a

P(X∞ = 1) = 1 si et seulement si C ≤ 1/pB .

Référence : DL, G. Pagès, P. Tarrès (2004). Pour le cas C = 1, cf
P. Tarrès (2000).
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Bandits à K bras

Le bandit à K bras peut être modélisé de la façon suivante. A
chacun des K bras, correspond une suite de variables aléatoires
indépendantes et équidistribuées (à valeurs dans [0, 1] pour

simplifier) : (X
(k)
n )n∈N, k = 1, . . . ,K .

On note
µk = E

(
X (k)
n

)
et µ∗ = max

1≤k≤K
µk .

Pour chaque instant t ∈ N, on note It le numéro du bras actionné.
Chaque variable aléatoire It est donc à valeurs dans {1, 2, . . . ,K}
et si on note Xt le gain à l’instant t, la loi conditionnelle de Xt

sachant {It = k} est la loi de X
(k)
1 . Le gain cumulé à l’instant T

s’écrit

ST =
T∑
t=1

Xt

et on cherche à maximiser E(ST ), ou, de façon équivalente, à
minimiser le regret, défini par RT = µ∗T − E(ST ).
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chacun des K bras, correspond une suite de variables aléatoires
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Notons que

E(ST ) =
T∑
t=1

E(Xt) =
T∑
t=1

K∑
k=1

E (Xt | It = k)P(It = k)

=
K∑

k=1

µk

T∑
t=1

P(It = k)

=
K∑

k=1

µkE (Nk(T )) ,

où Nk(T ) =
T∑
t=1

1{It=k}, nombre d’interventions du bras k entre les

instants 1 et T .

On en déduit, en écrivant T =
∑K

k=1 E (Nk(T )),

RT = µ∗T − E(ST )

=
K∑

k=1

(µ∗ − µk)E (Nk(T ))
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Sous des hypothèses techniques, Lai et Robbins (1985) démontrent
que la croissance du regret est au moins logarithmique et
établissent une borne inférieure explicite pour
lim infT→∞ RT/ log T . Cela conduit à la notion de stratégie
asymptotiquement optimale, et à la recherche de stratégies
asymptotiquement optimales explicites.

La stratégie suivante, proposée par Auer, Cesa-Bianchi et Fischer
(2002) est une stratégie dite optimiste basée sur les bornes
supérieures des intervalles de confiance pour l’estimation de la
moyenne. Pour chaque k = 1, . . . ,K , on pose

Bk(t) =
Sk(t)

Nk(t)
+

√
2 log t

Nk(t)
,

où Sk(t) =
∑t

s=1 Xs1{Is=k} est la somme des gains dus à l’action
du bras k entre 1 et t.
La stratégie consiste à poser It+1 = argmaxk=1,...KBk(t)
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Intervalle de confiance basé sur l’inégalité de Hoeffding

Theorem

Soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
équidistribuées à valeurs ans [0, 1] et soit µ = E(Y1). On a, pour
tout entier strictement positif N,

P
(∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

Yi − µ
∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ 2e−2Nε2

En prenant ε =
√

2 log t
N , on voit que, si on pose µ̂N =

∑N
i=1 Yi/N,

l’intervalle

[
µ̂N −

√
2 log t
N , µ̂N +

√
2 log t
N

]
est un intervalle de

confiance de niveau 1− 2t−4 pour µ.
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