Préparation & l’agrégation — Epreuve de modélisation

Licence : Ce texte a été écrit pour la préparation a l'agrégation externe de l'université
de Bourgogne. Il est réutilisable librement, et adaptable selon les termes de la licence Creative
Commons by-nc-sa.

Résumé : Ce texte présente deux modéles de files d’attente, I’'un en temps discret, ou 1’'uti-
lisation de fonctions génératrices permet une étude fine du comportement asymptotique, 1’'autre
en temps continu pour modéliser un salon de coiffure. (Si, si).

Mots clefs : Files d’attente, chaines de Markov, lois exponentielles, processus de Poisson

> Il est rappelé que le jury n’exige pas une compréhension exhaustive du tecte.
Vous étes laissé(e) libre d’organiser votre discussion comme vous l’enten-
dez. Des suggestions de développement, largement indépendantes les unes des
autres, vous sont proposées en fin de texte. Vous m’étes pas tenu(e) de les
sutvre. Il vous est conseillé de mettre en lumiére vos connaissances a partir
du fil conducteur constitué par le texte. Le jury appréciera que la discussion
soit accompagnée d’exemples traités sur ordinateur.

Introduction

On cherche & modéliser une « file d’attente » : des « clients » (usagers de la Poste, clients
d’un magasin, requétes informatiques...) entrent dans un systéme et leurs demandes sont trai-
tées par différents « serveurs » (guichet a la Poste, caisses du magasins, ordinateurs traitant les
requétes. . .). Comme les arrivées des clients et les temps de service dépendent de trés nombreux
parameétres souvent difficiles a évaluer, on opte souvent pour un modéle stochastique en rendant
certains paramétres du systéme aléatoires.

On se propose ici d’évoquer quelques problématiques classiques sur un modéle discret simple,
puis d’étudier une file d’attente a deux serveurs (modélisant, grossiérement, l'arrivée des clients
dans un salon de coiffure).

1 Un modéle élémentaire en temps discret

On considére un systéme informatique qui regoit des requétes, et doit les traiter. A chaque
temps n, le systéme traite une des requétes en attente (s’il y en a), puis en regoit &, nouvelles.
En notant X,, le nombre de requétes en attente au temps n, on a donc :

Xnp1 = (Xn = 1)1 + &n (1)

(en notant, pour tout réel x, x; = max(x,0)). On suppose dans la suite les (&, )ney indépendants
et de méme loi, et on note v = (v(1))ien la loi commune des &, et p leur espérance : p = E[§;].

Proposition 1. La suite (X,,) est une chaine de Markov homogéne. St v(0) > 0 et si v(0) +
v(1) < 1, alors elle est irréductible et apériodique.

On supposera ces deux conditions vérifiées dans la suite.
On notera P; la loi de la chaine partant de Xy = i. On cherche a savoir si le systéme parvient
a traiter raisonnablement les requétes, on regarde donc :

T =infln > 1, X, = 0}
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le premier temps ol le systéme se vide.
Théoréme 1. St p > 1, le systéme se « remplit » : pour tout i, P;[T = co] > 0, et

Xn —225 0. (2)
Sip <1, T est presque sdrement fini : Pi[T < oo] = 1.

Démonstration. On exclut ici le cas critique p = 1, plus délicat, qui sera traité ultérieurement.
Comme pour tout réel x, x. > x, on a pour tout n :

n
Xn>Xo+ ) &-—n
i=1
Aprés division par n, une application de la loi des grands nombres permet de montrer (2) dans
lecas p > 1.
Supposons maintenant p < 1. On vérifie d’abord que

{T=oo}c [ {xo+Zaknz1}.
neN k=1

Une nouvelle application de la loi des grands nombres permet de montrer P [Xo + > [ ; & —n > 1] —
0, ce qui entraine la conclusion. O

Pour aller plus loin dans 1’étude, on cherche a déterminer Py[T < oo] (partant d’une file
d’attente vide Xy = 0). La présence de somme de variables indépendantes nous oriente vers une
étude via les fonctions génératrices.

Théoréme 2. Soit G la fonction génératrice de la loi commune des & : G(x) = E[sX]. Alors
Po[Ty < o] est la plus petite solution (sur [0,1]) de l’éguation G(x) = x.

Démonstration. En conditionnant suivant les valeurs de &;, on a :

Py[Ty < oo] = v(0 +Zv (T < o0).

i>1

Notons T; le premier temps d’atteinte de i (donc Ty = T), et n = Py[To < oo]. On peut alors
montrer :
Vi>1,Pi[Ti 4 < o] =,

puis

1
Pi[T< OO] = HPk[ka1 < OO] :ﬂi.
k=1
Ceci implique que 1 est bien solution de G(x) = x.

Sur 'intervalle [0, 1], 1a fonction G est croissante, convexe, et vérifie G(0) > 0 et G(1) = 1. On
peut alors vérifier qu’il n’y a que deux cas possibles : soit G'(1) < 1, et alors n = 1 est 'unique
solution de G(x) = x, soit G’(1) > 1 et cette équation a exactement deux solutions (1 et un
certain réel n* €]0, 1[).

Pour conclure, il suffit de vérifier que 1 = Py[T < oo] est nécessairement majoré par tout
point fixe z de G. En notant 1, = Py[T < nJ, et en conditionnant de nouveau, on montre

NMnt1 = v(0 +Zv i(To <m) (3)
) + Z v(imk (4)
< G(Mn). (5)
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Si z est un point fixe de G, on en déduit par récurrence que n, < z pour tout n. La conclusion
suit en faisant tendre n vers l'infini. O

On remarquera que ce raisonnement permet aussi d’achever la preuve du théoréme 1 dans le
cas critique : en effet, G'(1) = E[X] = p.

2 Chez le coiffeur

On cherche a modéliser 'affluence de clients dans un salon de coiffure. On suppose que le
coiffeur dispose de deux siéges, un pour faire les shampooings et l’'autre pour coiffer. Le systéme
évolue ensuite de la fagon suivante :

1. de nouveaux clients arrivent, a des temps donnés par un processus de Poisson de paramétre
A. Un client qui arrive va dans la premiére chaise (si elle est libre), ou quitte le systéme
sans se faire coiffer (si elle est occuppée).

2. un client dans la premiére chaise se fait shampooiner pendant un temps exponentiel (de
paramétre ). Quand son shampooing est fini, il va dans la seconde chaise si elle est libre,
ou reste dans la premiére (et attend que la seconde se libére) dans le cas contraire. On dit
que ce client est servi « a taux g ».

3. un client dans la deuxiéme chaise se fait coiffer « a taux p, » (c’est a dire que la coiffure
prend un temps exponentiel de parameétre ), aprés quoi il quitte le systéme (et libére
la chaise, qui peut étre immédiatement occupée par un éventuel client en attente sur la
premiére chaise).

On suppose que toutes les variables exponentielles qui apparaissent sont indépendantes les unes
des autres.

Pour représenter ’évolution du systéme, compter le nombre de clients présents ne suffit plus.
Cependant, on peut représenter 1’état de la boutique par un couple (X;(t),Xz(t)) € {L,O, A} x
{L, O} (selon que les siéges sont « Libres », « Occupés », ou, pour le premier, qu’il y ait un client
en « Attente »).

Les différents temps d’attente sont « en compétition » : si 'on commence dans 1’état (L, O)
(soit un client dans le deuxiéme siége), 1’état suivant sera (L,L) ou (O, O) suivant que le client
actuel est servi avant ou aprés ’arrivée du prochain client.

Le fait que tous les temps d’attente suivent des lois exponentielles indépendantes rend les
choses trés simples (mathématiquement parlant) : en effet, la propriété de « perte de mémoire »
des lois exponentielles fait que 1’évolution est un processus de Markov (conditionner par tout le
passé revient & conditionner uniquement par le présent). Comme l’espace d’états est discret (ici il
est méme fini), on parle de chaine de Markov (& temps continu). On peut dessiner un diagramme
de la chaine, comme en temps discret (figure 1); notons que les fléches sont alors étiquetées par
les taux de transition (et plus par les probabilités de transition).

Pour justifier le caractére Markovien, et pour introduire une méthode de simulation du pro-
cessus, on utilise une généralisation du théoréme suivant :

Théoréme 3. Soit Xy, X, des variables exponentielles indépendantes, de paramétres Ay et
Ay. Soit T le minimum des X;. Alors :
— la variable T suit une lot exponentielle de parametre A\ + Ay,
— PT=Xil = 4%,
— conditionnellement a l’événement T = X,
— la variable X; — T suit une loi exponentielle de paramétre A,

— T swit encore une lot exponentielle de paramétre A1 + Ay, et
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— ces deuzx variables sont indépendantes.

Démonstration. La fonction de répartition d’une v.a. exponentielle de paramétre A est Fy : x —
1—e ™. On a facilement 1—Fr(x) = (1 —F\ (X)) (T=F, (x)) = e~ MHA)X o1 le premier résultat.
Pour le deuxiéme on peut directement intégrer :

P[T=X]= H 1y, <x, MAze ¥ A2%2 dx dx,
R+ xR+

= J (1—e M 2)\ e M 2dx;,
R+

A2
A+ ?\2.

Enfin, le dernier point signifie que pour toutes fonctions boréliennes f et g,

=1—

E[f(X; — T)g(T)T = X4] = E[f(X})IE[g(T)],

ol X} est une copie indépendante de X,. Or le membre de gauche vaut :

B, —T)IT = X1] = 5

["['7:)(1] JJ f(x2 —x1)g(x1) Ly <xp A1 }\267?\1 x1—A2xz dxydxz

— A+ A) H flw)glxr)e MRy ax,

= }\2 J f(u)e—?\zudu X (A] —+ )\2) J g(x] )e—(7\1+?\2)X1 dX]
= E[f(X3)|E[g(T)].
]

Autrement dit, pour simuler deux variables exponentielles indépendantes, on peut d’abord
simuler leur minimum, puis simuler le « temps restant ». Ce théoréme peut se généraliser a un
nombre quelconque d’exponentielles (modulo des hypotheéses sur les taux) ; on en déduit que I’'on
peut décrire la loi du processus de la fagon suivante :

1. On part de I'état (L, L).

2. Si on est dans ’état x, et que x meéne a différents états yi,...yx aux taux Aq,... Ay, on
fait un tirage d’un temps T suivant la loi exponentielle de paramétre ) A;. T représente le
temps pendant lequel on reste en x. Au bout du temps t, on saute en y; avec probabilité

Pour ce type de modéles en temps continu, on peut développer une théorie analogue a celle

en temps discret. En particulier, on dit qu’une mesure p sur E est invariante si

X()N}l - Vt,thu.

Pour déterminer les mesures invariantes, on peut faire le raisonnement heuristique suivant. On
note, pour tout (x,y), Aqy le « taux de saut » de x a y. Supposons que l'on est, au temps t,
dans ’état x, et regardons ce qui se passe pendant un petit intervalle de temps dt. D’aprés les
raisonnements précédents, le prochain « saut » prend un temps exponentiel de paramétre Zy Axy-
La probabilité de sauter entre t et t + dt est donc de l'ordre de dt x Zy Axy- Si 'on néglige la
possibilité de sauts multiples, on finit donc, au temps t + dt, dans chaque état y avec probabilité
P(x,y, dt) = A dt, et en x avec probabilité P(x,x,dt) ~ 1 — Zy Axydt. L’analogue de ’équation
d’invariance discréte p(y) = > | u(x)P(x,y) est alors :

uy) =) uxPy) ~ Y ¥ Agdt+u(y)(1— Y Apdt)
x x4y z
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FIGURE 1 — Le diagramme de la chaine

L’égalité entre les termes d’ordre dt donne les équations :

Vy, Z H(X)}\xy = H(U) Z 7\yz- (6)

x#Y

Cette justification heuristique peut étre rendue rigoureuse, et I’'on peut montrer que p est inva-
riante si elle vérifie ces relations.

L’espace d’états est, dans notre exemple, suffisamment simple pour que I'on puisse résoudre
les équations (6) (ou les faire résoudre par un logiciel...). Si 'on prend par exemple les taux
A=1,u=1cet uy =2, on obtient :

w(L, L) =12/37, w(O,L) =16/37, wu(L,0)=6/37

w(0,0) =2/37  w(A,0)=1/37 (7)

Dans le cas général, et de la méme maniére que pour les chalnes de Markov, on peut étudier le
comportement de la loi de X;, partant de n’importe quelle loi initiale, quand t tend vers ’infini :
on peut par exemple montrer que si la chaine est irréductible et finie, X; converge vers la loi
invariante. En ce sens, un client arrivant longtemps aprés le temps initial a une probabilité p(x)
de trouver la chaine dans l'état x.

Dans notre exemple, ceci permet de répondre a la question naturelle « quelle proportion de
clients ne rentrent pas dans la boutique, faute de place 7 ». Si on attend suffisamment longtemps
pour que 1’équilibre soit atteint, cette proportion vaudra p((O,0)) + u((O,L) + u(A, O)).

On peut encore essayer de regarder 'influence du taux d’entrée sur les rejets : pour ) = Wy =
1, on trouve

w(O,L) = (A2 +27)/(3A> +4A + 2)
u(0,0) = u(A,0) = N/(3\* + 41 + 2),

donc une probabilité de rejet de :

(3A2 4+ 27)/(3N2 + 4N+ 2). (8)

3 Suggestions

— On pourra détailler tout ou partie des preuves de la proposition 1, des théorémes 1 et 2.
— On pourra illustrer, par la simulation, les trois comportements décrits dans le théoréme 1.
— On pourra commenter les hypothéses de modélisation faites dans les deux sections.
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— On pourra écrire le systéme (6) et programmer sa résolution, pour vérifier les résultats
annoncés dans le texte; comment évolue la probabilité de rejet en fonction de A ?

— On pourra simuler le modéle du salon de coiffure pour différents paramétres A, py, w1y, et
illustrer sa convergence vers 1’équilibre, par exemple pour les parameétres donnés juste
avant (7). On pourra aussi essayer de vérifier par la simulation la formule (8).
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